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l. EL PROBLEMA DE MOLODENSKY
Uno de los principales problemas de la geodesia es la
determinación de la figura de la Tierra. Desde un punto
de vista matemático fue Gauss quien definio dicha figura
como la determinada por una superficie equipontencial en
el campo de gravedad terrestre que se tomarí a como ori gen
de altitudes y que recibió el nombre de geoide. Una forma
aproximada de materializar el geoide ha sido la tradicional
de considerarlo como la superficie media de los océanos
prolongada a través de los continentes; hoy sabemos que
esto no es exacto pero si nos sirve desde un punto de vista
descriptivo.
Fue Stokes en 1849 quien propuso un primer método,
que lleva su nombre, para la determinación gravimétrica
del q e o id e , El lIétodo de Stokes consiste en determinar el
po~encial anómalo T sobre y fuera de una esfera de radio
r= R, sobre la que se tienen valores de la anomalía de la
gravedad cq , suponiendo que T es una función armónica AT=O
fuera de esta esfera, con una condición de contorno para
T sobre ella del tipo (Heiskanen-Moritz, 1985)
";)T
+ _2_ T + O.-- 6g ='Jr R
La solución general de Stokes toma 1a forma
T (6, ;,) Yo + Yl(6,A) + -M{,g S (v) do>,
4tr ••
(l. 1 )
( 1 .2)
donde (e,A) son las coordenadas esféricas del punto considerado.
Yo e y 1 ( q , A) S o n 1o s á rm o ni c o s e sfé r ie o s de g r ad o c er o y
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uno del
Tierra y
vamente,
a toda
de expresión
desarrollo de T, que son función de 1a masa de 1a
de 1 as coordenadas de su centro de gravedad respecti-
y el ú lt imo término es 1 a integral de Stokes extendida
1 a esfera unidad, "'. S( ••) es 1 a función de Stokes,
S(v) = _1_ + 1 - Sccs v - 6sen t - 3 cos e lnt sen i + sen2 i)
••S81Z
(1. 3)
e n t t é rm í n o s de la distancia e sf é r t c a v e n t r e el punto de cálculo
(e,A) y el punto variable de integración (e',l.') dada por
COStl= c o se co se ' + s e ne se n e ' cos(Á'-l.). (1.4)
El elemento de ángulo sólido dw viene dado por
dw = sena' de' dl.'. (1. 5)
Una vez determinado T, la aplicación de la fórmula de
Bruns
N T (1.6)
donde y es el valor de la gravedad normal sobre el elipsoide,
permite obtener la llamada ondulación del geoide N, interpreta-
da como distancia del elipsoide general de referencia al
geoide contada según la normal elipsoidica por el punto
considerado.
Las cuestiones sobre ex istenc ia y unicidad de
la solución quedan
de aplicación del
misma masa que la
terrestre.
garant izadas en 1 as condi c iones ordi nari as
m~todo considerando un elipsoide con la
Tierra y centrado en el centro de masas
Este m~todo de Stokes presenta dos incovenientes
esenciales que lo alejan de la realidad física del problema
y lo hacen matemáticamente insostenible. Por una parte presupo-
ne una superficie de contorno esférica, lo que sólo es una
grosera aproximación de la figura de la Tierra, y por otra,
y esto es más importante. presupone que no existen masas
fuera del geoide o, dicho de otro modo, que los datos de
gravedad obtenidos en la superficie de la Tierra han sido
reducidos al 'nivel del mar para calcular allí .l a s anomalías
re la gravedad.Esta reducción necesita tener en cuenta las masas ex
teriores al geoide por 10 que es absolutamente necesario
el conocimiento de su geometría y de su densidad, y esta
densidad de las masas del interior de la Tierra no es conocida
con la precisión teórica requerida al no poder ser medida
por procedimientos directos.
Desde tiempos de Stokes este problema ha sido
estudiado por numerosos autores, pero fue necesario esperar
hasta 1945, casi cien afios, para que apareciera un nuevo
método propuesto por el geodesta soviético Mo10densky que
vino a desbloquear la cuestión no siendo necesario en él el co-
nocimiento de densidades de masas interiores, planteando
directamente la determinación gravimétrica de la superficie
física de la Tierra (Mo10densky et al. 1962).
Moritz (1980) formula el problema
de la siguiente manera:"Dados, en todos los
superficie física de la Tierra S, el potencial
W y el vector i' determinar la superficie S".
En la superficie de la Tierra podemos conocer por observación
directa o indirecta el vector gravedad ~ en magnitud y
dirección y el potencial gravifico W y estos valores pueden
corregirse por efectos temporales y atmosféricos, de manera
que podemos suponer que fuera de S no hay masas. Suponemos,
además, la Tierra como un cuerpo rígido en rotación con
velocidad angular constante alrededor del eje x3 del sistema
de referencia geocéntrico considerado.
de Molodensky
puntos de la
de la gravedad
Desde el punto de vista matemático supondremos que la
superficie S es cerrada, simplemente conexa y suficientemen-
te diferenciable, que el potencial W puede escribirse
en 1 a forma
W=V+t, (1.7)
donde V es el potencial gravitatorio terrestre y. el potencial
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centrífugo debido a la rotación. Ves una función armónica
en el exterior de S. Entonces es posible encontrar una relación
matemática sobre S entre ~, W y S de la forma
(1.8)
En estas condiciones la resolución del p.roblema d~Mol_odensky consi~
tiría en resolver la ecuación (1.8) en S, obteniendo
(1 .9)
donde ~s y Ws indican valores de ~ y W sobre S.
La resolución de este problema implica la obtención
de F y la demostración de la existencia y unicidad de la
solución. Es aquí donde la matemática juega un papel fundamen-
tal; la aplicación de ad~cuados teoremas de análisis matemático
es la vía de resolución, muchos han sido los autores que
han tratado esta cuestión destacando entre ellos Hormander
(1976), Krarup
(1981 r. Holota
el problema de
definitiva.
(1973), Moritz (1978), Meisl ( 1971 ), Sansó
( 1986 ), Graf arend ( 1975) etc. No obstante
Molodensky aún no está re sue t t o de forma
En 1a e x pr-e s ión (l.8) F representa un operador
no lineal, entonces, como es corriente en la matemática
ante estos casos, una forma de atacar el problema de Molodensky
es mediante una linealización adecuada. Tambi~n a este respecto
han sido varias las t é c n i c a s empleadas, aquí al igual que
Mori tz (1980) Y Sansó (1981) segui remos 1a idea de Krarup
( 1 973) .
Come n zemo s por definir un .odel0 terrestre de
comparación en el que todo sea conocido. y calculable, que
nos servirá como punto de Taylor en la linealización del
problema de Molodensky. Consideremos un elipsoide de revolución
centrado en el ori gen del si st eme de coordenadas c ar t e s í anas,
a partir del cual construiremos un modelo terrestre, cuyo
potencial nor.al U se considera como aproximación del potencial
real W. A partir de este elipsoide con un sistema de altitudes
adecuado perfectamente definido construimos una superficie
llamada teluroide que tendrá interesantes propiedades dinámi-
micas y que tomaremos como aproximación de la superficie
física de la Tierra S.
Los potenciales \01 y U admiten los siguientes desarro-
llos en serie de armónicos esféricos, convergentes en el
exterior de la esfera de radio r=R
GM .." R nW(r,e,Al = - [1- z 1: (-) (Jn cos m x « K senlDÁ)P (cose Il«r 0.2 1-0 r m nm nm
+ a: (i+il (1. 10 l
U(r,a,A) GM ( 1 - 1: E ( R )n(J' c cs m x- K' sen mAl Pnm(cose)] +r n.2 .-0 r nm nm
a2 (i+i)+- (1. 11 )2
donde GM es 1 a constante q eoc é n t r t c a de gravitación (hemos
supuesto la misma masa para la Tierra y para el modelo),
r es el radio v ec t o r de un punto P de coordenadas esféricas
(e, A), Pnm(cose) son las funciones asociadas de Legendre
I I
Y P nJ e o s e) los p o l in om io s deL e gen d re, J nm • K nm ' J nm ' K nm
son coeficientes numéricos relacionados con las constantes
físicas del cuerpo y del mo c e lo y ~íl2(x2+y2) es el potencial
centrífugo que suponemos es el mismo en ambos desarrollos.
Dados W y U definimos para cualquier punto P el
potencial perturbador o anÓ.alo como la diferencia euleriana
(1. 12)
Esta es una función armónica en el exterior de
las masas cuyo desarrollo en armónicos esféricos lo escribimos
en 1 a forma
(R. e, Al (1. 13)
sobre la esfera de radio R, y
T(r,e,Al (1. 14)
en el espacio exterior. En estas expresiones Yn(e ,A) representa
el armónico esf~rico general de superficie o armónico de
Laplace.
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los gradientes de los potenciales W y U constituyen
los vectores gravedad~ siendo
1 = grad W (1. 15)
y el vector gravedad real. y
I = grad U (1. 16)
el vector gravedad nor.al.
Sobre la superficie física de la Tierra S desconocida
po d em o s con o e e r par a e u a 1 q u ie r. p u n t o P, 1a e o t a 9 e o P o ten e i al
¿gdh Y por tanto Wp' la gravedad real gp (módulo del vector ~ )
y las coordenadas astronómicas longitud JlpYlatitud ~p (que
determinan la d íj-e cc t ó n del v e c t o r 1)' Sobre la superficie
del te1uroide ¿ (conocida) podemos calcular para cualquier
punto Q el potencial normal UQ y el vector gravedad normal
l.Q por su módulo y y dirección (coordenadas q e o d é s i c a s del
modelo longitud A y l e t i t ud e ) , t amb i é n podemos calcular cual-
qu ie r otra magni tud d e du c í da de estas tales como gradi entes
por ejemplo.
S e an P ( ~ p. JIp) y Q ( ~(¡, A Q) d o s P u n t o s d e S y ¿ r e sp e c t i -
vamente. relacionados por la correspondencia biunívoca
t P = +Q , JIP = ). Q , (1.17)
entonces podemos calcular las diferencias 1agrangianas
t.W = Wp - UQ'
que denominamos ano.alta del potencial. y
(1. 18)
(1. 19)
que denominamos vector anomalía de la gravedad. El módulo de
este vector, o bien
(1 .20)
es la ano.alta de la gravedad ordinaria de la gravimetría y su
di recci ón respecto a 1a de y. es deci r ang (gp' y ) es 1a des- - -Q)
viación absoluta de la vertical, de componentes ordinarias
1; •• -.. (1.21)
n = (/\ - Al e o S <1>,
sobre el meridiano y primer vertical respectivamente.
~
' .5
s (1.22)
Q I.
10 llamamos vector anomalía de la altitud que nos dará en
cada punto la diferencia entre las superficies S y E de
forma que con una buena definición del teluroide t. el vector
~puede hacerse 10 suficientemente pequeño para poder conside-
rarlo infinitéslmo de orimer orden que nos fijará los términos
lineales que consideraremos en los desarrollos de Taylor a
efectos de linealización. En este orden de cosas también
el potencial anómalo T y el v e c t o r anomalía de la gravedad
~g resultan cantidades de primer orden por 10 que sus cuadra-
dos. productos y potencias de orden superior serán despreciadas
en nuestros desarrollos.
Por último, al v e c t o r
+
~ = QP
Entonce~ la linealización del problema de Molodensky
va a consistir en obtener una expresión (1.8) lineal en
las diferencias entre los valores reales, S, W, g y los
valores teóricos t ,U • .!" es decir en términos de ~ , T, ~g
Y óW dados por (1.22), (1.12). (1.19) Y (1. 18). ~sí obtendremos
una r e l ación sobre z que junto a 1a condición de armonicidad
de la función T involucrada nos permitirá plantear un problema
de contorno tipo Hilbert-oblicuo, es decir el tercer problema
de contorno de la teoría del potencial con ciertas complica-
ciones. En realidad originalmente este problema esta planteado
sobre la superficie física de la Tierra, desconocida por
hipótesis, por 10 que el verdadero problema de Molodensky
es un problema de contorno de frontera 1 i b r e ; como además,
en dicha condición de contorno entrarán derivadas de T en
direcciones espaciales no normales a la superficie, tendremos
un problema de tipo oblicuo. Este tipo de problemas tampoco
encuentra solución general definitiva en el arsenal matemático
actual. La linealización nos permitirá pasar a un problema
de frontera fija, pues la condición de contorno se establecerá
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snb r e zq ue es conocida, pero seguirá
por 1o q ue si de se amo s h om o 1o 9 ar 1o
de contorno deberemos efectuar
aproximaciones.
siendo de derivada oblicua
con los problemas clásicos
otras transformaciones o
2. ECUACION FUNDAMENTAL DE LA GEODESIA FISICA
La e c uaci ó n fundamental generalizada de la geodesia
fí>i~a es una relación entre el potencial perturbador T,
su gradiente gradT, el v e c t o r anomalía de la gravedad ó-~
y la anomalía del potencialóW. Esta ecuación sobre el teluroide
rconstituye la condición de contorno fundamental para el
problema vectoria) lineal izado de Molodensky.
Para obtener esta ecuación partimos de la expresión
(1.12) del potencial anómalo
(2.1 )
En el punto P de S tenemos Wp' .2.p' grad .2.p y en el punto
Q de z tenemos UO' :"Q y grad -::"Q' Siendo por (1.22) ~ = O+P, el de
sarrollo de Taylor de U en un :ntorno del punto O limitado al
primer orden permite escribir
Up = UQ +
1: JU ~j
~ 'Jxj
UQ + grad UQ' ~
UQ + ~Q
T ~
(2.2)
donde hemos puesto
Tindicando con ~ el vector traspuesto por lo que el producto es
calar ha sido expresado matricialmente por ~T ~ donde
~ = (~l' ~2 ' ~3 ) T
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Sustituyendo (2.2) en (2.1) y teniendo en cuenta (1.18)
resulta
(2.3)
Por otra parte, el desarrollo de Taylor de T en un en
torno del punto O se escribe linealmente como
(2.4)
pues gradT'~es un t nf t n i t é s t mo de segundo orden y por tanto des
preciable. Entonces con (2.3) y (2.4) escribimos
TO = tlW - y T ~-O (2.5)
Obtengamos ahora el gradiente de esta expresión. Por
componentes tenemos
Entonces, por (1. 15) y ( 1. 1 6 ) Y llamando
nOj
2 Uo 2 Uoa aM .. =
J 1 ax; axjaxi axiaxj
(2.6)
resulta
1,2,3.
(2.71
Si tomamos la matriz de gradientes
o matriz de Marussi, que es una matriz s t mé t r í c a y que supone-
mos regular para que exista M-1 (condición de Marussi). matri-
cíalmente podemos escribir (2.7) en la forma
grad T = ti ~ - M ~ (2.9)
donde hemos utilizado (1.19). Ahora de (2.9) obtenemos
~= M-1(tlg-grad T). (2.10)
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Sustituyendo ~de (Z.lO) en (Z.S) y prescindiendo del
indicativo del puntp Q. resulta
(2.11 )
donde todo está referido 3 la superficie t del teluroide.
finalmente. poniendo
(2.12 )
la ecuación (2.11) se convierte en
T + ~T grad T (2.13)
que es la ecuación fundamental de la geodesia fisica que ibamos
buscando.
Por último, si llamamos a la parte conocida
f = l1W + '.!.! T 11~ (2.14 )
y tenemos en cuenta que la función T es arm~nica en el exterior
deIla formulación del problema vectorial liñealizado de Molodens
ky es
AT O fuera de I
T +.T gradT" f sobre I (2.15)
Prescindiendo de los problemas sobre existencia y uni
cidad de solución que se estudian en otra parte de este curso
Sansó (1987), y admitiendo que se dan condiciones necesarias y
suficientes para que exista una solución, trataremos en 10 que
sigue de analizar algún procedimiento que nos conduzca a ella,
aunque sea de forma aproximada pero suficiente para los traba-
jos prácticos.
Estudiemos primeramente otras formas en las que puede
formularse la ecuación fundamental (2.13).
En primer lugar vamos a transformar la ecuación vecto
rial (2.13) en una ecuación escalar lo que nos permitirá hacer
algunas interpretaciones interesantes.
Consideremos la siguiente transformación de coordena-
das
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y 1 = Yl (xl' x2' x3)·
=Yi(Xj)
au y2=Y2(xl, .x3)' (2.16)Yi ~ x2'
y3=Y3(xl, "2' x 3)'
junto a la transformación inversa
(y y Y)xl Xl 1'2'3'
x ,= x . ( y ) ,
J J k)
La matriz M (2.8) de elementos (2.b) que toma la for-
ma
ay 1 ay 1 ay 1
a xl ~ ~
M
e y 2 e y 2 e y 2
(2.18)
e xl ~ ~
e y 3 ay 3
eX2 eX3
no es otra cosa que el jacobiano de la transformación (2.16). Si
ahora derivamos (2.16) respecto de Yk resulta
E
j i ,k = 1 ,2,3
(2.19 )
siendo ó'k la delta de
1 eX '
triz de elementos Ja y
k
que suponemos existe al
Kronecker; entonces queda claro que la ma
es precisamente la matriz inversa de M,
cumplirse la condición de Marussi,
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aX.1 aX1 aX1
ay ay ay
1 2 3
-1 aX2 aX2 aX2M = (2.2 ())
aY1 aY2 aY3
ax 3 ax 3 ax 3
a y 1 aY2 ay3
pero esto es el jacobiano de la transformación inversa (2.17).
En estas condiciones los t~rminos de la ecuación funda
mental (2.13) se obtienen de la siguiente forma.
Sustituyendo (2.20) en la traspuesta de (2.12) resulta
por elementos
m. =
1
r
aXi i = 1 ,2,3
j a'1'j
Y'j
(2.21 )
y el t~rmino ~TgradT será, tambi~n por elementos
ax . aT_
t. (- 1:__ 1 '1'J') --i . a y aXiJ j
a T a Xi
1:(1:---)'1'.
. . a y J
J 1 axi j
(2.22)
Entontes (2.13) con (2.14) y (2.22) se escribe
T - ¡;
j
f (2.23 )
Puede verse que el vector ~ de componentes (2.21) no
es normal al teluroide por 10 que la dirección en la que se to
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man 1 as derivadas de T no
no, lo que evidencia un
cua. Sigamos analizando
1a s derivadas.
es normal a la superficie de contor-
problema de contorno de derivada obll
la dirección en la que se toman
Sabemos que en el campo de la gravedad normal,
siendo ~ y A las coordenadas modelo de un punto del teluroide
z t ob t e n td a s a partir de las coordenadas q e o d é s t c a s del punto
correspondiente del elipsoide) y siendo y el módulo del
vector ~ podemos escribir
y 1 = - y cos~cos>.,
Y2= - y c o s e s e nx , (2. 24)
y 3 = - y s e n e •
Entonces tenemos
y
1
-y-
y
2
-Y-
y
3
y
(2.25 )
de manera que
aT
ay
1
y
de donde
1:
j
(2. 26)
y llevando (2.26) a (2.23) se obtiene
T - y f (2.27)
que es la ecuación fundamental en términos de la derivada de T
en la dirección de la línea coordenada correspondiente a y para
la cual se tiene <1> = cte, A = c t e ; a estas líneas Marussi da el
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nombre de líneas isocenitales del campo normal de referen-
ci a, pues (~, A) se pueden consi derar como coordenadas del
cenit d e l punto del modelo. A lo largo de estas líneas los
vectores gravedad normal son paralelos y las isocenita1es
coincidirían con las l t n e a s de la plomada normal si estas
fueran rectas, por lo que su diferencia es pequeña. Evidente-
mente las isocenitales no son en general normales a la superfi-
cie del teluroide.
Sea ahora r el elemento de arco de la curva isocenital
de .ecuaciÓn x x( r ). Obtengamos la ecuación fundamental
a
en derivadas según esta variable. Por definición-.-y será
proporcional a ;'t y tendremos
e (2.28 )
Aplicando esta igualdad a y resulta
e ar 1, luego, e (2.29 )ay
(-)
h
por 10 tanto (2.28 ) se escribe
3 y -1
= (-)
ay a't h
Entonces el término de (2.27) es
a r ay ) -1 a ry (ay y a:t al
(2.30 )
(2.31 )
y sustituyendo (2.31) en (2.27) resulta
d T
J... ( ay
y a:t )f. (2.32 )y d T lT-
Tomemos ahora f de (2.14), entonces el segundo miem-
bro de (2.32) es
l.trodveci&a al prob1 ••••••• 104 •••• , 17
y
,_ 1 ay T(-"-L. ) t.w + - (-)m 60 •a r y a r - .i!. (2.33)
El primer término de (2.33) es claro; analicemos el segundo.
Por (2.21) Y anilogamente a (2.26) obtenemos .para cada
elemento de m,
-y
a 1 ax i
-y (-y)-a r --a:t
donde hemos usado (2.30). Entonces el segundo término de (2.33)
queda
que como se ve es la componente del vector anomalía de la grave
a x -dad 62. en la dirección descendente de la isocenital, pues a~
vector tangente unitario de dicha curva.
Llevando (2.34) a (2.33) y el resultado a (2.32), la
ecuación fundamental queda escrita en la forma
l(~)T = -
y a T
1
y
ay
(aT")6W - 6g' (2.35)
es decir, está en términos de derivadas en las direcciones de
las líneas isocenitales, no habiéndose hecho ninguna aproxima-
ción para obtenerla.
Una s~mp1ificación de la ecuación (2.35) se logra to-
mando un modelo terrestre de referencia tal que su teluroide
verifique la propiedad
6W = O, (2.36)
es decir, tal que el potencial del modelo U en el punto Q del
teluroide de coordenadas (~Q' AQ) sea el mismo que el potencial
real W en el punto P de la superficie física de la Tierra de -
coordenadas ($p,Ap)' Este teluroid~ ~e denomina teluroide de"!
rassi en cuyo caso el problema linealizado de Molodensky toma la
forma
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aT
a T
o fuera de 1: (2.37 )
- 6g' sobre r ;
sigue siendo un problema de derivada oblicua y contorno fijo al
que habrá que añadirle las condiciones sobre la regularidad de
T para garantizar la existencia y unicidad de solución.
En el
y aproximando la
escribimos
teluroide
i s o c e n i t a 1
de Marussi se verifica (2.37)
por la línea de la plomada normal
a T
a h
T = - 6g . (2.38 )
;; h
Esta ecuación, obtenida por Molodensky en 1960 se conoce
como ecuación fundamental de la geodesia física en su sentido
clásico. Evidentemente, la aproximación de las líneas í so c e n t
tales por las líneas de la plomada normal es de una naturaleza
tal que el problema de contorno resultante, aunque parecido
a problema vectorial linealizado de Molodensky, es muy
Jlferente de ~l desde un punto de vista matemático. Más
aún en la resolución práctica de dicho problema se hacen otras
hipótesis simplificadoras como el considerar la dirección de h
como la normal al elipsoide de referencia, por ello se hace ne-
cesario r e f o rmu la r este otro problema que Sacerdote y Sansó (l9ffi)
l1eman problema escalar de Molodensky.
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3. ECUACION INTEGRAL DE MOLODENSKY. RESOLUCION CLASICA
Consideremos ahora un modelo especial de referencia
constituido por un elipsoide de revolución centrado en el
origen del sistema de referencia con el eje menor en la
dirección del eje de rotación de la Tierra, con su misma
masa e igual velocidad angular de rotación. La superficie
de este elipsoide es equipotencial en su campo de gravedad
normal U. Suponemos que los puntos de la superficie física
de la Tierra se proyectan sobre el elipsoide según las normales
elipsoidicas que pasan por ellos (proyección de Helmert),
de manera que a cada punto P de la Tierra se le pueden asignar
unas coordenadas geodésicas (~,A) calculadas sobre el elipsoi-
de; la tercera coordenadas necesaria para fijar el punto
P es su altitud elipsoidica h o distancia del punto P a
su proyección Po según la normal elipsoidica que pasa por
ellos; las coordenadas ~,A son conocidas, la altitud h descono-
cida.
En el punto P conocemos el potencial real Wp y
la gravedad medida g y podemos definir el potencial perturbador
p
==c=-
s
I
En el punto Po conocemos el potencial normal Upo
y la gravedad norma11 .
Entonces sobre la normal PoP tomamos un punto
Q tal que
u ~ WQ P ( (3.1 )
y llamamos teluroide al lugar geo.métrico de los puntos Q
que cumplan esta condición. Las masas no se han modificado
estando todas ella s dentro del elipsoide. Así hemos construido
el modelo al di re libre (t ev e l l o i s , 1970) . En este modelo,
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a 1 a a lt it u del i p s o idi e a de Q , H * = P oQ~ 1e 11 am am o s a lt it u d
normal de P, que es perfectamente calculable. La diferencia
e = h - H* = QP (3.2)
es la anomalía de la altitud.
Entonces sobre el teluroide 1: la condición de contorno
o ecuación fundamental toma la forma
al ay T = - óg , ( 3 • 3)
ah y ah
donde ahora h es por aproximación la normal al elipsoide por P.
En este modelo la determinación del punto P queda re-
ducida a la determinación de su altitud elipsoidica h que a su
vez quedari determinada en cuanto se conozca la anomalía de la
altitud ~ puesto s¡ue la altitud normal H* puede determinarse
por nivelación y gravimetría. Por otra parte la fórmula
de Bruns aplicada a este caso da
T (3.4)
y
por consiguiente nuestro problema es determinar T.
En definitiva, lo que debe hacerse es resolver el si-
guiente problema de contorno que podemos llamarle problema
lineal escalar de Mnlodensky.
Determinar T tal que
6T = O fuera de 1: ,
a t ay ( 3.5 )
- T = - 6g sobre E ,
a h y ah
que ha pasado a ser un problema de frontera fija y derivada obli
cua, (nótese que· la dirección de la normal al elipsoide h no es
la misma que la de la normal al teluroide n)~
Si aproximamos el elipsoide por una esfera de radio R,
entonces la gravedad normal viene dada por
y = (3.6)
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donde r es la distancia radial al origen de coordenadas. En es-
te caso la dirección de r coincide con la dirección de la nor-
mal a la esfera (h=r) de manera que
2...r.. a'r 2 G M 2y
ah ar r r (3.71
y sustituyendo (3.6) y (3.71 en 1 a ecuación fundamental (3.5)
resulta
aT 2 T - "'g. (3.8)+ =
ar r
Hay que indicar que en el
t:, g = g - y no se toma 1 a
la fórmula de la gravedad
cálculo de la anomalía de la gravedad
expresión (3.6) para evaluar 'r, sino
normal con términos elipsoidicos.
La forma (3.8) corresponde a la condición de contorno
del llamado por Krarup (1973) y Moritz (1980) problema simple de
Molodensky.
La resolución práctica de estos problemas es clásica
y figura en casi todos los libros de texto como por ejemplo
Molodensky et al. (1962), Heiskanen y Moritz (1985), Levallois
(1970), Moritz (1980), etc.
la idea de Molodensky consiste en tomar el potencial
anóma 10 T, como func ión armón ie a que es en el exteri or de
las masas, representado por un potencial de capa simple
de la forma
T =~ r dS
donde ~ es la densidad de superficie multiplicada por la
constante de gravitación G, y la distancia de un punto
fijo A del teluroide donde se desea obtener T al punto variable
M donde se toma el elemento de superficie dS del teluroide.
(3.9)
Sabemos que si A es un punto de la superficie
un punto exterior infinitamente próximo
de la derivada del potencial de capa
a la superficie nos permiten escribir
del teluroide y A'
a A, 1 as propi edades
simple según la normal
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~l A'an
3n (2l lA 2"-"""- 11 vA
a n
a n
a h
(3.10 l
dondeB es el ángulo que en A forman las direcciones de las nor-
males exteriores al elipsoide (h) (física) y al teluroide (n)
(topográfica). Admitiendo que esto se verifica por continuidad
cuando el punto A' tiende al A y sustituyendo en la ecuación de
contorno (3.5) las expresiones (3.9) y (3.10) resulta que sobre
la superficie del teluroide z se verifica la relación.
(3.11 )
Obsérvese que en esta ecuación integral las incógnitas son las
densidades de superficie o, indicando con subíndice A aquellos
valores que se refieren al punto A del teluroide donde se desea
calcular el potencial anómalo; la anomalía de la gravedad 6g tam
bién se refiere, evidentemente, al punto A.
En estas
la integral
escalar de
condiciones, pasemos a evaluar los términos de
en (3.11). En el caso general del problema lineal
Molodensky, deberíamos tomar las derivadas (de
-e- y de y) según la normal al elipsoide y para y su expresión
en el caso elipsoídico, lo que resultaría extremadamente compl~
cado, por ello, para fines didácticos y como es usual, tomaremos
la "aproximación esférica" que nos lleva al problema simple de
Molodensky.
Sean entonces rA y r los radios vectores del punto A
y del punto variable M respectivamente, e es la distancia AM, y
sea). el ángulo que en A forman rA y t (figura). Entonces
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A
r.luroid.
~)e
1
12 COsa. ( 3 . 12)
Ahora bien en el triángulo OAM se verifica
de donde
cos (3 .13)
y sustituyendo (3. 13) en (3.12) se obtiene
(~
rA - r + (dan;.: e 2 r A t 3
1
2r /
(3.14 )
Por otra parte tenemos que para el caso esféricoy víe
ayne dada por (3.6) Y an por (3.7), entonces e 1 segundo térmi
no de la integral en (3.11) queda
a y
d h
( 3 . 15)
Finalmente, sustituyendo (3.14) y (3.15) en (3.11) re
s u 1 t a
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.3 Jr <rdS Ir2¡f'(jAcos e = lIg+ 2 -- +
t r A e z
(J" dS • (3.16)
Habiendo tomado la hipótesis esférica, e-s natural escri
bir esta ecuación en términos del radio R de dicha esfera (que pue
de tomarse como R =~, siendo a y b los semiejes del elipsoíde-
general), y de las altitudes esféricas (antes elipsoidicas) de los
puntos (que serán en definitiva las altitudes normales de los pu~
tos' correspondientes de la superficie topográfica). Es decir, po-
nemos
(3.17)
r R + h,
Tomando r = R (1 + +) y despreciando términos del o-,=-
den de las milésimas (que son menores que los errores cometidos
al tomar la aproximación esférica) podemos es~ribir
r + rA 2rA,
r + rA f1 - hA'
2 2 (3. 18)r - rA 2rA(h-hA),
1--
rA R
Estas relaciones, que constituyen la llamada por Moritz
"aproximaciá.n plana", sustituidas en (3.16) conducen a la expre-
sión
2¡f~cos a = -s + ~(/~ dS + ff _h_-_'_h-'.Ao-dS
2R )Jr t E l3
(3.19 )
que es la ecuación integral de Molodensky (1962). Esta es una
ecuación integral lineal, resolviéndola se obtiene e, con las
densidades ~ se obtiene T y con el potencial anómalo T se ob-
tienen las anomalías de la altitud e . El planteamiento esta h~
cho sobre una esfera recubierta de un relieve topográfico, de
manera que si se quita el relieve, h = hA = O entonces 3= O Y
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llegamos a
2lfO¡ = 6g + 3"2R
que corresponde al problema de Stokes, con la so~ución (Levallois
1970)
A~tes de emprender la resolución de la ecuación (3.19)
efectuemos un cambio de elemento de superficie. Si llamamos dw
al elemento de superficie de la esfera unidad, la proyecclon de
dS sobre una esfera de radio R será dS cos e, de manera que
dS cos B = R1.dw,
entonces, salvo términos en h
R
resulta
dS Rl. seca dw (3.20 )
Sustituyendo (3.20) en (3.19) se obtiene
21f"Gp, cose= 6g + ~ f/ Tt:1"SeCBdlO + R2JJh ;?>hAesec a de,
(3.21 )
donde ahora las integrales se toman sobre la esfera unidad.
Por ültimo efectuemos un cambio de variable poniendo
aseca=X (3.22)
con el cual la ecuación integral de Molodensky se convierte
en
zrr"X( 1 + tag1.s)-1_ ~ J! ¡dW-RiJh~:A ¡"dw - 6g = O.
(3.23 )
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Para resolver esta ecuación utilizaremos un método
de desarrollos en serie en función de un pequeño parámetro
k, definido por Molodensky, que varía de O a siendo cero
cuando se está en la superficie de la esfera de radio R
y siendo uno cuando se considera la superficie topográfica
(en nuestro caso el teluroide). la introducción de este
parámetro se efectúa sencillamente sustituyendo las altitudes
h por las kh resultando así para cada valor de k una superficie
entre 1 a esfera y el teluroide. Los elementos métricos que
i n t erv i e n e n en 1 a e e u a e i ó n h a b r á q u e t r a n s f o r ma r los en con s e-
cuencia.
En primer lugar obtengamos una expreSlon de la
distancia espacial ~ entre A y M en función de la distancia
l,entre las p r oy e e c t o ne s Ao y Mo de estos puntos sobre la
esfera base. En el triángulo OAM de la figura se verifica
= ( R+hA) 2 + ( R+h )2 - 2 ( R+hA) (-R+h ) e o s "
R2+ hA42RhA+~h42Rh-2{RI.¡.Rh+RhA +hAh) c o s e
2 2 2 2
2R - 2R cos~+hA+h+2R{hA+h)-2hAhcos~-
-2R{hA+h)coSv
2 2
2 R (1 - e o s ~ ) +2 R( h +hA) ( 1 - e o s e ) +h +hA-ZtIhAcos9'
2 2" h+hA hhA 24R sen ---r (l+ -- + --)+(h-hA)<- R RL
(3.24 )
En el orden de aproximación en el
h+hA
R
que venimos
hhAy en-- R2.trabajando podemós despreciar los términos
Si, además, tenemos en cuenta que en el triángulo OAo Mo de la
figura se verifica
l = 2R sen "• 7
entonces (3.24) se convierte en
+ ( h - h )2 = O 2 + ( h _ h )2A ~o A (3.25 )
Esta expreslon se generaliza
parámetro k de Mo10densky resultando
introduciendo el
(3.26 )
De igual forma la tangente de la inclinación del terre
no se generaliza poniendo
ta 9 s k k tag B • (3.27)
Entonces, con (3.26) y (3.27) junto con el cambio de
h y hA por kh y khA la ecuación (3.23) se convierte ~
Ahora tomamos los siguientes desarrollos en serie de
potencias de k. Poniendo
y para tag S < 1, estos son
1 _ 1 [e:: - T;3 1 '" (-312)+ 1: k2s 25J- 1 (1 3 k2 2 15 k4 4 35 k6 6 )s-l S 7 - CJ - 7 ~ + 8 7 - 16 ? + ••• ,
o
(3.29 )
2 2 -1 ~ s 2. 2< 2 2 4 4 6 6(1 + k tag 8) = 1 + 1: (-1) k tag d = 1 - k tag S + k tag s-k tag S + .•• ).
5 -1
Finalmente el desarrollo en serie de la función incóg-
nita 10 escribimos en la forma
\/ - i:/> - n-O (3.30 )
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Sustituyendo los desarrollos (3.29) y (3.30) en la ecua
ci6n integral (3.28) s~ obtiene
1. 1 1 •• ••
2TTCXo+kX,+ kJ2+ ... ) l-k tag 6+ k tag B_ •• )-
- ~Jfe~("Xo+k):1+kt.):2+ ... ) (l_H1.'l1.+ ik"'l4+ ... )d",-
t.ff K'I t 3 '1. 1 15 ••••- RJJ~ Cro+kX,+ k ):2+ "')('--Zk 'l +8k~- ..• )d",-
-t.g = O,
efectuando los productos y ordenando en potencias de k resulta
2fflo - 4-ff io dw - t.g +
o
11 X2 dwTo dw + ~((,llo dw _4ft e o
-21Ti6tag26) + .•. = O.
Entonces, identificando coeficientes en potencias de k
se obtiene el siguiente sistema de infinitas ecuaciones integra-
1 e s
0,1)·· . ( 3.31 )
siendo
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Para resolver las ecuaciones (3.31l en)(n tomamos
los siguientes desarrollos en armónicos esféricos
~
1: (Xn lp,,,"o
(3.33 )
1
R
r P (c o s e ) •
p-o p
donde los Pp (eos.) son los conocidos polinomios ortogonales de
Legendre que desarrollan el inverso de la distancia.
Sustituyendo los desarrollos (3.33) en (3.31l se obtie
ne
2,,-r: (X ) 3 (I! (y) !
p - o n p - 7} J p-o ~n p p-o !(Gnlp'p-o
(3.34 )
Ahora bien, teniendo en cuenta las relaciones de ortogonalidad
de los armónicos esféricos podemos escribir
(fr (X) r P (cosl,I)dw = r !(X ) P í co s c j dc
) j p-o n p p=o p p - o))' n p p
( 3.35 )
=E ~(X) •
p-o 2 p + 1 n p
Llevando (3.35) a (3.34) e identificando armónicos de
orden p, por ser independientes, resulta
6fT"('I) = 2rr( 1 _ 3 l(V )
"n p -- ¡"n p2p+l 2p+l
rr p-1
4 --(X) = (Gn)p'
2 p+ 1 n p
de donde
(3.36 )
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Sustituyendo estos armónicas en la integral de (3.34)
queda
y teniendo en cuenta (3.33) esto se escribe
2 fT X - 8 ~ JI¡ E 2 P+ 1 p (c o s V ) l G dw = Gnn 11 11 p-o --p:T P n (3.37)
Suponiendo que Gn no tiene armónico de grado uno, 10
que es natural, observamos que el término entre corchetes es pr!
cisamente
E 2p+ 1 P ( ) 1 + E 2p+ 1 ( ) ()
P
-o ---p:i- P c o s V = - p p c o s V = S v - 1,p~2 P _ 1
siendo S( v) la f urici ó n de Stokes. Llevando este resultado a
(3.37) resulta
Si, por último, suponemos que Gn tampoco tiene armóni-
co de grado cero, resulta el conjunto de soluciones
2 ~ Gn + 16~2JfGn S(v) d w. (3.38 )
El problema ha quedado resuelto de forma progresiva,
obten ien do en pr ime r 1ug ar ~ por (3. 38) con G 0= 6g de (3. 32 ),
después con Xo y (3.32) obtenemos G1 que llevado a (3.38) nos
da X y así sucesivamente.~
Ahora ya es fácil obtener el potencial anómalo también
por desarrollo en serie. Por (3.9), (3.Z0) y (3.22) se tiene
T = R11~ dw = pt knTn (3. 39)
Y sustituyendo aquí los desarrollos (3.29) y (3.30) resulta
2/1 1 v 2..,. • 2 2 3 4 4RJIt;(Xo+k"1+k¡'2+ ... ¡(l-ik,+ -g-k'l+ ..• ) d", =
2"To+k Tl + k T2+ ...
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Identificando coeficientes otra vez, se obtiene en -
primer lugar
To Rilt d e ,
Ahora bien, de (3.31) para n:O sale
2TT'" - ~ II~ dw : Go'o ~ JJ c. o
entonces eliminando la integral de estás últimas expresiones ob-
tenemos
4trR -y _
3 /'0
3R
3 (3.40 )
Además, de (3.38)
(3.41 )
Finalmente, sustituyendo (3.41) en (3.40) se llega a
Análogamente, para n= 1, 2, 3, ... obtenemos
Tl 4~ IIGl 5(.,) dw
T2 4~ 1I G2 S (.,)dw- R
2/t h-hA)2
-2- l 3 .xodw
o
T3 4~¡fG3 S (~) dw 4ph-hA)2 (3.42)- 3 ,lldwto
En definitiva la solución para la superficie del telu
roide viene dada por la serie
T r T
n-o n
conocida como serie de Molodensky obtenida por él en el capitu-
lo V del libro-Molodensky et. al. (1962).
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